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1 Homogene Expansion

Wir betrachten einen Raumbereich V), der mit der Stiarke ¢y expandiert. Die Gesamt-
energie zum Zeitpunkt ¢ = 0 schreibe ich in der Form

E;=po-Vo+k-Vo (1)

Dabei ist pg - Vj jene Energieform, die den Raum zur Expansion bringt, wihrend & -V
die Energie des Raumes selbst ist. Bei der Expansion verwandelt sich also die Energie
po - Vo in die Raumenergie. Setzen wir die Energieerhaltung voraus so konnen wir nach
der Zeit At schreiben,

E,=p-V+k-V (2)
siehe Abbildung 1
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Durch die Gleichsetzung von Gleichung und Gleichung erhalten wir
Ey=po-Vo+k-Vo=p-V+k-V (3)
nach V aufgelost ergibt

po+k

V=W
0 p+k

(4)

Fiir den Fall, dass p = 0 wird, wenn sich also die ganze, die Expansion antreibende Ener-
gie aufbraucht, wird der Raum die maximale Ausdehnung V., erreichen. Wir erhalten
aus der Gleichung

po+k

V=1, 0T
"0k

= Vo (1+2) = Vinwo (5)

Damit kénnen wir Gleichung [4] auch anders schreiben.
1

V = Vi 112 (6)
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Fiir homogen kollabierende Rédume hatte ich die Beziehung
K2=12-7-7-p (7)

Mit k als ein Mafk fiir die Stiarke des Kollabierens , v als Gravitationskonstante und p
als Massendichte.
Symmetrisch setze ich fiir die Expandierenden Rdume an.

e=¢p (8)
mit der Definition

1 dV
TVa (9)

erhalten wir

p e 1 1 dv\?
z—k—.g—k—.g(vﬂ (10

setzen wir dies in die Gleichung [6] ein so folgt
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oder nach einigen Umformungen

dV
E:\/k:'g'\/_v2+vmax'v (12)

und nach der Trennung der Variablen

v = Vk-E-dt (13)

\/_‘/2 + Vma:p -V

/V v V:/Ot\/k_f-dt (14)

Vo \/_V2 + Vmax :

Die Integration ergibt (siehe Anhang)

2- 2.
— arcsin (1 kv V) -+ arcsin (1— v VO) =vk-&-t (15)

nach V aufgelost erhalten wir

1 —sin (arcsin (1 - ?/mz)> — k€ t)] (16)

V(t)== Vi
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mit V = % - mR3 erhalten wir

Rt = (%) R

einmal nach der Zeit differenziert

iR %.Rgm.g-\/k—.g.cos(amsm(1—V%)_m.t) N
E_ R2 ( )

1 — sin (arcsin (1 — %/ VO) —Vk-€- t)] 3 (17)
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nach einigen Umformungen mit Gleichung |16/ und € = /k - £ bekommen wir

dR 1 I
Sy Bmes : 1
t 3 5V ks o1 (19)

Diese Gleichung dhnelt sehr der Hubble-Beziehung

dR
—=H" R 20

Wenden wir diese Gleichung auf das Universum an, so konnen wir zu einem bestimmten
Zeitpunkt annehmen das der Ausdruck anndhernd konstant ist.
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% : = konstant = H (21)
Die Hubble-Konstante H gibt also nicht ohne weiteres die Expansion des Universums
wieder. Um an die wahre Expansionsrate ¢ zu kommen miissen wir Annahmen iiber
die jetzige Ausdehnung R sowie iiber die maximale Ausdehnung R,,., des Universums
machen.

Annahme: R, =2 - R

Wir nehmen also an, dass sich die Grofe das Universums in der Zukunft héchstens noch
verdoppeln wird. Damit wird Gleichung 21] zu

1 1 7
Z.e. w1l =g.4/= = .e=H 22
3¢ V8 -4/ =€ \/; 0,88 ¢ (22)

Man erhélt also unter der obigen Annahme :

3 3
~ I ~ —18  —1 _ g M 6 3 L 2-pum
enHm2 107057 =210 —— =2 (107 m)" - —— = —— (23)
1,3 um)® ,
oder &= % mit AV, = (1,3um) = 2,2 1078 m? (24)



Das Universum wichst also derart, dass das Einheitsvolumen 1m? pro Sekunde um ein
Wiirfelchen mit der Kantenldnge von 1,3 um wéchst.

Durch dieses Wachstum wird die Wellenlénge eines Photons vergréfsert. Um den Ener-
gieverlust eines einzelnen Photons zu berechnen benutze ich den Dopplereffekt.

km

Sei H=70-
“ s - Mpc

Ein Photon das aus 1Mpc Entfernung aus der Ruhelage zum Empfinger in einem ho-
mogen expandierenden Universum ausgesandt wird, verhilt sich wie ein Photon welches
aus 1Mpc Entfernung ausgesandt wird und der Sender

k
eine Fluchtgeschwindigkeit von — vp =70 e 7-10%- ™ hat.
s s

Aus der Dopplergleichung fiir einen sich Entfernenden Sender bei ruhendem Beobachter

Vg = Vg - (1 — U—F> wobei B fiir den Beobachter und S fiir den Sender steht  (25)
c

Erhalten wir fiir die Energie
Ep=h-vp=h-vs- (1= ) = Bg- (1- )
c c

7-10%-
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folgt fiir den Energieverlust
AE=Ep—Es=—FEg-23-107"

Das Photon verliert also auf der Strecke von 1Mpc in etwa 3-10° Jahren , % stel seiner

Energie. Der Energieverlust pro Sekunde betrigt dann mit 3 -10% Jahre = 9,510 s

2.3-1074

AF (proSekunde) = —FEg - 9.5.108

=—F¢-2,4-107%

in 1m? befinden sich 4-10® Photonen. Damit betrigt der Energieverlust der Photonen
in 1m?® Volumen

AE (pro Sekunde, pro Einheitsvolumen) = —Eg-2,4-107"%.4-10% = —Eg - 107°
Diesen Energieverlust mochte ich zu dem Wachstum des Raumes gegeniiberstellen.

AE =k AV, (26)



Da AE und AV,,, bekannt sind konnen wir hier raus die Proportionalitdtskonstante des
Raumes berechnen.

AE  Es-107° 1 1
== o~ Eg5-10° —

AVpp  2,2-10°8 m3 m?

k=

als Sender nehmen wir die kosmische Hintergrundstrahlung mit einer Wellenldnge von
A=1mm=10"3m

_hee 662107 Jse3oa0tm
A 103 m

mit ES

1 J
erhalten wir ~ k=2-10"%J.5-10° — =10"" —
m m

(27)

1 m® Raum entspricht einem Energiebetrag von 10713 J .
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